
Íàó÷íàÿ ñòàòüÿ

ÓÄÊ 517.968.7

DOI 10.25205/1560-750X-2026-29-3-149-168

Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ

ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÕ

ÂÛ�ÎÆÄÀÞÙÈÕÑß

ÈÍÒÅ��Î-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÂÎËÜÒÅ��ÎÂÑÊÎ�Î ÒÈÏÀ

ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ Êîæàíîâ

1

Áàõòîâàð Õóðñàíêóëîâè÷ Áàðîòîâ

2

1,2
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Íîâîñèáèðñê, �îññèÿ,

1
kozhanov�math.ns
.ru, a.kozhanov�g.nsu.ru

https://or
id.org/0000-0003-4376-4003

2
b.barotov�g.nsu.ru; https://or
id.org/0009-0006-8529-0837

Àííîòàöèÿ

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âû-

ðîæäàþùèõñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîëüòåððîâñêîãî

òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà, çàäàííûõ íà îòðåçêå [0, T ]. Îñîáåííîñòüþ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà [0, T ],

â êîòîðûõ óðàâíåíèå âûðîæäàåòñÿ, ãðàíè÷íûå äàííûå çàäàþòñÿ â ïîë-

íîì îáú¼ìå è íå ñíèìàþòñÿ. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷,

òî åñòü ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ âñåìè îáîáù¼ííûìè â ñìûñëå Ñ.Ë. Ñî-

áîëåâà ïðîèçâîäíûìè, âõîäÿùèìè â ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ.
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Abstra
t

This paper is devoted to the study of the solvability of boundary value

problems for degenerate high-order integro-di�erential equations of Volterra

type de�ned on the interval [0, T ]. A distin
tive feature of the problems

under 
onsideration is that at the boundary points of the interval [0, T ],

where the equation degenerates, the boundary data are spe
i�ed in full

and are not removed. The aim of the paper is to prove the existen
e

and uniqueness of regular solutions to these problems, that is, solutions

possessing all derivatives generalized in the sense of S. L. Sobolev, in
luded

in the 
orresponding equations.
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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è íà îòðåçêå [0, T ]
äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîëüòåððîâ-

ñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà âèäà

h(t)D2p
t u(t) + c(t)u(t) +

∫ t

0

R(t− τ)u(τ) dτ = f(t), t ∈ [0, T ], (0.1)

à òàêæå äëÿ áëèçêèõ ê íèì óðàâíåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèåé h(t).
Çäåñü p ∈ N; ñëó÷àé p = 0 â ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òàê êàê îí ñâîäèò-
ñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà, èññëåäîâàííîìó

ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [1℄).

Íåêîòîðûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåâûðîæäàþùèõñÿ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì ñòàðøåãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè ðàññìàòðèâàëèñü â

ðàáîòàõ [2℄ - [4℄. Â ðàáîòàõ Â.Í. Âðàãîâà [5℄, [6℄ èññëåäîâàëèñü âûðîæäà-

þùèåñÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç (0.1) ïðè îòñóòñòâèè èíòåãðàëüíîãî

÷ëåíà (òî åñòü ïðè R ≡ 0) è p = 1; ïðè ýòîì áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû,

êîòîðûå âïîñëåäñòâèè íàøëè óñïåøíîå ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè êðàå-

âûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé òèïà (0.1) â ñëó÷àå p > 1. Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè

ðàçâèòû è äîïîëíåíû â ðàáîòàõ [7℄ � [10℄. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ äëÿ óðàâíå-

íèÿ (0.1), à òàêæå äëÿ áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé ñî âñåìè ìëàäøèìè ÷ëåíà-

ìè áûëè ïðåäëîæåíû ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ è óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ,

îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé. Ñóùåñòâåííîé

îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâîê â [5℄ - [10℄ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ âûðîæ-

äåíèÿ îñâîáîæäàþòñÿ îò çàäàíèÿ ÷àñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ý��åêò îñâîáîæäåíèÿ ìíîãîîáðàçèé, íà êîòîðûõ óðàâíåíèå âûðîæäà-

åòñÿ, îò íåñåíèÿ ÷àñòè ãðàíè÷íûõ äàííûõ áûë âïåðâûå ÷¼òêî çà�èêñèðî-

âàí â ðàáîòå Ì.Â. Êåëäûøà [11℄ è âïîñëåäñòâèè ìíîãîêðàòíî ïðîÿâëÿëñÿ â

ïîñòàíîâêàõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âûðîæäàþùèõñÿ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ýëëèïòè÷åñêèõ, ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ, ïà-

ðàáîëî - ãèïåðáîëè÷åñêèõ è äð.), ñì. [5℄ - [10℄, [12℄ - [14℄. Â ÷àñòíîñòè, â

ðàáîòàõ [11℄ � [14℄, à òàêæå [15℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îäíèõ óñëîâèÿõ êîð-

ðåêòíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ (÷àñòè÷íûì èëè ïîëíûì) îñâîáîæäåíèåì

ìíîãîîáðàçèé âûðîæäåíèÿ îò ãðàíè÷íûõ äàííûõ, òîãäà êàê ïðè äðóãèõ

óñëîâèÿõ êîððåêòíû ïîñòàíîâêè áåç òàêîãî îñâîáîæäåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî âòîðîé òèï ïîñòàíîâîê:

ãðàíè÷íûå äàííûå íà êîíöàõ îòðåçêà [0, T ] çàäàþòñÿ â ïîëíîì îáú¼ìå íåçà-

âèñèìî îò íàëè÷èÿ âûðîæäåíèÿ. Àíàëèç ïðîâîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëå-

áåãà L2 è Ñîáîëåâà W
m
2 ; íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà �óíêöèé èç

ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ìîíîãðà�èÿõ [16℄�[18℄. Èçó÷àå-

ìûå óðàâíåíèÿ èìåþò ìîäåëüíûé âèä; âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ îáîáùåíèÿ

îáñóæäàþòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ñòàòüè.
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� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ïóñòü T åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, h(t), c(t) è f(t) � çàäàííûå �óíê-

öèè, îïðåäåëåííûå ïðè t ∈ [0, T ]. Äàëåå, ïóñòü p åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
D

q
t åñòü ïðîèçâîäíàÿ

dq

dtq
, q = 0, . . . , 2p. Îïðåäåëèì îïåðàòîð L åãî äåéñòâè-

åì íà çàäàííîé �óíêöèè v(t):

Lv = h(t)D2p
t v(t) + c(t)v(t) +

∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ.

Êðàåâàÿ çàäà÷à 1. Íàéòè �óíêöèþ u(t), ÿâëÿþùóþñÿ íà èíòåðâàëå

(0, T ) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lu = f(t) (1.1)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

D
q
tu(t)|t=0 = 0, q = 0, . . . , p, (1.2)

D
q
tu(t)|t=T = 0, q = 1, . . . , p− 1. (1.3)

Êðàåâàÿ çàäà÷à 2. Íàéòè �óíêöèþ u(t), ÿâëÿþùóþñÿ íà èíòåðâà-

ëå (0, T ) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (1.2), à òàêæå óñëîâèÿ

D
q
tu(t)|t=T = 0, q = p+ 1, . . . , 2p− 1. (1.4)

Êðàåâàÿ çàäà÷à 3. Íàéòè �óíêöèþ u(t), ÿâëÿþùóþñÿ íà èíòåðâà-

ëå (0, T ) ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (1.2), à òàêæå óñëîâèÿ

D
q
tu(t)|t=0 = 0, q = p− 1, . . . , 2p− 1, (1.5)

D
q
tu(t)|t=T = 0, q = 0, . . . , p− 2. (1.6)

Êðàåâàÿ çàäà÷à 1 �àêòè÷åñêè áûëà ïðåäëîæåíà Â.Í. Âðàãîâûì [5℄, [6℄, åå

èññëåäîâàíèþ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [7℄�[10℄. Êðàåâûå çàäà÷è 2 è 3 ïðåäëî-

æåíû â ðàáîòå [4℄. Â ñëó÷àå h(t) ≡ 1 è R(t) ≡ 0 â [4℄ äëÿ ýòèõ çàäà÷ óñòà-

íîâëåíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.

Óòî÷íèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïîñòàíîâîê çàäà÷ â ðàáîòàõ [5℄�[9℄, ïîñòàíîâ-

êè íàñòîÿùåé ðàáîòû íå ïðåäïîëàãàþò îñâîáîæäåíèÿ ìíîæåñòâ {t = 0}
è {t = T} îò çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ äàííûõ ïðè îáðàùåíèè �óíêöèè h(t) â
íóëü.
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� 2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü R(t) ∈ C([0, T ]), |R(t)| ≤ Ctm (m ≥
0), è h(t) òàêîâà, ÷òî t2m+1h−2(t) ∈ L1(0, T ). Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè

v(t) ∈ L2(0, T ), èìåþùåé ïðîèçâîäíóþ Dtv ∈ L2(0, T ), è ëþáîãî δ > 0
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

∣∣∣∣
∫ T

0

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)
1

h(t)
Dtv dt

∣∣∣∣ ≤ δ

∫ T

0

(Dtv)
2dt+K(δ)

∫ T

0

R1(t)v
2(t) dt,

(2.1)
ãäå �óíêöèÿ R1(t) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:

R1(t) =

∫ T

t

s2m+1

h2(s)
ds, K(δ) =

C2

4δ(2m+ 1)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà ñ δ, èìååì:

∣∣∣∣
∫ T

0

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)
1

h(t)
Dtv dt

∣∣∣∣

≤ δ

∫ T

0

(Dtv)
2 dt+

1

4δ

∫ T

0

1

h2(t)

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ) dτ

)2

dt.

Îöåíèì èíòåãðàë ñ ÿäðîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �åëüäåðà è óñëîâèå |R(t)| ≤
Ctm:

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ) dτ

)2

≤

(∫ t

0

R2(t− τ) dτ

)(∫ t

0

v2(τ) dτ

)

≤ C2 t
2m+1

2m+ 1

∫ t

0

v2(τ) dτ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â èñõîäíîå íåðàâåíñòâî è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ

â äâîéíîì èíòåãðàëå (îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ 0 ≤ τ ≤ t ≤ T ), ïîëó÷èì

∫ T

0

t2m+1

h2(t)

(∫ t

0

v2(τ) dτ

)
dt =

∫ T

0

v2(τ)

(∫ T

τ

t2m+1

h2(t)
dt

)
dτ =

∫ T

0

R1(τ)v
2(τ) dτ.

Îáîçíà÷èâ êîíñòàíòó ïåðåä èíòåãðàëîì êàê K(δ), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ

îöåíêó (2.1). �

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü R(t) ∈ C([0, T ]), |R(t)| ≤ Ctm (m ≥ 0), à
�óíêöèÿ h(t) òàêîâà, ÷òî

t2m+1+2p−3[h(t)]−2 ∈ L1(0, T ).
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Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè v(t) ∈ W
2p
2 ([0, T ]), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

D
q
t v(0) = 0, q = 0, 1, . . . , p− 1, (2.2)

è ëþáîãî δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
∣∣∣∣
∫ T

0

1

h(t)

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)
D

2p−1
t v dt

∣∣∣∣ ≤ δ

∫ T

0

(D2p−1
t v)2dt

+K1(δ)

∫ T

0

R2(t)(D
p−1
t v)2dt, (2.3)

ãäå

R2(t) =

∫ T

t

s2m+1+2p−3

h2(s)
ds, K1(δ) =

C2C1

4δ(2m+ 1)
.

à C1 � êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà v2(t) ≤ C1t
2p−3

∫ T

0
(Dp−1

t v)2dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà ñ δ, èìååì

∣∣∣∣
∫ T

0

1

h(t)

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)
D

2p−1
t v dt

∣∣∣∣

≤ δ

∫ T

0

(D2p−1
t v)2dt+

1

4δ

∫ T

0

1

h2(t)

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)2

dt.

Èñïîëüçóåì óñëîâèå |R(t− τ)| ≤ C(t− τ)m è íåðàâåíñòâî �åëüäåðà;

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)2

≤
C2t2m+1

2m+ 1

∫ t

0

v2(τ)dτ.

Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì

∫ T

0

1

h2(t)

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)2

dt

≤
C2

2m+ 1

∫ T

0

t2m+1

h2(t)

(∫ t

0

v2(τ)dτ

)
dt.

Ìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ

∫ T

0

t2m+1

h2(t)

(∫ t

0

v2(τ)dτ

)
dt =

∫ T

0

v2(τ)

(∫ T

τ

t2m+1

h2(t)
dt

)
dτ.

Â ñèëó óñëîâèé (2.2), ñïðàâåäëèâî

v2(τ) ≤ C1τ
2p−3

∫ T

0

(Dp−1
t v)2dt.
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Ïîäñòàâëÿÿ è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, íàõîäèì

∫ T

0

v2(τ)

(∫ T

τ

t2m+1

h2(t)
dt

)
dτ

≤ C1

(∫ T

0

τ 2p−3

∫ T

τ

t2m+1

h2(t)
dt dτ

)
·

∫ T

0

(Dp−1
t v)2dt.

Ìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå

∫ T

0

τ 2p−3

(∫ T

τ

t2m+1

h2(t)
dt

)
dτ =

∫ T

0

t2m+1

h2(t)

(∫ t

0

τ 2p−3dτ

)
dt

=
1

2p− 2

∫ T

0

t2m+1+2p−2

h2(t)
dt.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

R2(t) =

∫ T

t

s2m+1+2p−3

h2(s)
ds.

Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∫ T

0

t2m+1+2p−3

h2(t)
dt = (2p− 2)

∫ T

0

R2(t)dt.

Òàêèì îáðàçîì, ∫ T

0

1

h2(t)

(∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ

)2

dt

≤
C2C1

2m+ 1

(∫ T

0

R2(t)dt

)
·

∫ T

0

(Dp−1
t v)2dt.

Îáîçíà÷èâ êîíñòàíòó ïåðåä èíòåãðàëîì êàê K1(δ), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ

îöåíêó (2.3).�

� 3. �àçðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ 1 è 2

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ 1 è 2 ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè è àïðèîðíûõ îöåíîê.

Ïóñòü {εk}
∞

k=1 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ,

÷òî εk → 0 ïðè k → ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hk(t) �óíêöèþ h(t) + εk, è ÷åðåç

Lk äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íà çàäàííîé �óíêöèè

v(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Lkv = hk(t)D
2p
t v + c(t)v +

∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ.
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Äëÿ �èêñèðîâàííîãî T0 ∈ (T,+∞) ïðè t ∈ [0, T ] ïîëîæèì

ψk(t) = (−1)p+1

[
1

hk(t)
+

(T0 − t)h′(t)

h2k(t)

]
c(t) + (−1)p

(T0 − t)c′(t)

hk(t)
.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿ

h(t) ∈ W 1
∞
([0, T ]), h(t) > 0 ïðè t ∈ (0, T ], h(0) = 0, h′(t) ≥ 0 ïðè t ∈ [0, T ].

(3.1)
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ Óòâåðæäåíèÿ 2.1,

óñëîâèå (3.1), à òàêæå óñëîâèÿ

p > 1; (3.2)

c(t) ∈ C2([0, T ]), (−1)p+1c(t) ≥ 0, (−1)pc′(t) ≥ 0 ïðè t ∈ [0, T ]; (3.3)

t2p−1[h(t)]−2 ∈ L1([0, T ]) (3.4)

ψk(t)− 2K(δ)R1(t) ≥ h0 > 0 ïðè t ∈ [0, T ]. (3.5)

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(t) òàêîé, ÷òî [h(t)]−1f(t) ∈ L2(0, T ), êðàå-
âàÿ çàäà÷à 1 èìååò ðåøåíèå u(t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâóW 2p

2 ([0, T ]).

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè �óíêöèþ u(t),
ÿâëÿþùóþñÿ íà îòðåçêå [0, T ] ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Lku = f(t) (3.6)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.2)-(1.3). Ââåä¼ì ïàðàìåòð

λ ∈ [0, 1] è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷

hk(t)D
2p
t u+ c(t)u+ λ

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
= f(t)

ñ òåìè æå óñëîâèÿìè (1.2)�(1.3). Ïðè λ = 0 çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ íåâûðîæäàþùèìñÿ îïåðà-

òîðîì (hk(t) ≥ εk > 0). Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â

W
2p
2 ([0, T ]) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñëåäóþò èç ñòàíäàðòíîé òåîðèè (ñì., íàïðè-

ìåð, [19, ãë. III).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà êðàåâûõ çàäà÷ ïðèìåíèì ìåòîä ïðîäîë-

æåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [19, ãë. III,§ 14℄. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó, ïîëó÷àåì,

÷òî ïðè �èêñèðîâàíîì k êðàåâàÿ çàäà÷à (3.6), (1.2)-(1.3) èìååò ðåøåíèå

u(t) òàêîå, ÷òî u(t) ∈ W
2p
2 ([0, T ]).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(t) èìåþò ìåñòî àïðèîðíûå îöåíêè, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî áóäåò â óðàâíåíèè (3.6) ïåðåéòè ê ïðåäåëó
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Ïóñòü T0 åñòü ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (T,+∞). Óìíîæèì óðàâíåíèå (3.6)

íà �óíêöèþ (−1)p+1(T0−t)[hk(t)]
−1Dtu è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó [0, T ].

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

2p− 1

2

∫ T

0

(Dp
tu)

2 dt+
T0 − T

2
[Dp

tu(T )]
2

+
(−1)p+1

2

∫ T

0

[
1

hk(t)
+

(T0 − t)h′(t)

h2k(t)

]
cu2dt

+
(−1)p

2

∫ T

0

(T0 − t)c′

hk(t)
u2dt+

(−1)p+1(T0 − T )

2hk(T )
c(T )u2(T )

= (−1)p+1

∫ T

0

(T0 − t)

hk(t)
fDtu dt

+(−1)p+1

∫ T

0

(T0 − t)

hk(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
Dtu dt.

Îöåíèì èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå R(t− τ), ñ ïîìîùüþ Óòâåð-

æäåíèÿ 2.1. Ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0 ïîëó÷àåì:
∣∣∣∣
∫ T

0

1

hk(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
Dtu dt

∣∣∣∣ ≤ δ

∫ T

0

(Dtu)
2dt+K(δ)

∫ T

0

R1(t)u
2(t)dt.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.5), óñëîâèÿ (3.2)�(3.4), à òàêæå ïðèìåíÿÿ íåðàâåí-

ñòâî Þíãà ê ñëàãàåìûì ñ f(t) è íåðàâåíñòâî

∫ T

0

(Dtu)
2dt ≤M1

∫ T

0

(Dp
tu)

2dt,

ïîëó÷àåì ïåðâóþ àïðèîðíóþ îöåíêó

∫ T

0

(Dp
tu)

2dt ≤M2

∫ T

0

h−2(t)f 2dt, (3.8)

ãäå M2 çàâèñèò òîëüêî îò h(t), c(t), R(t) è ÷èñëîì T .

Èç óñëîâèé (1.2)�(1.3) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

u2(t) ≤ m0t
2p−1

∫ T

0

(Dp
tu)

2dt, (3.9)

ñ íåêîòîðûì �èêñèðîâàííûì ÷èñëîì m0, çàâèñÿùèì òîëüêî îò ÷èñëà p.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé àïðèîðíîé îöåíêè óìíîæèì óðàâíåíèå (3.6) íà

�óíêöèþ [hk(t)]
−1D

2p
t u è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó [0, T ]. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì

∫ T

0

(
D

2p
t u

)2
dt+

∫ T

0

c(t)

hk(t)
uD

2p
t u dt+

∫ T

0

1

hk(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ) dτ

)
D

2p
t u dt
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=

∫ T

0

f(t)

hk(t)
D

2p
t u dt.

Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ïî îòäåëüíîñòè.

Îöåíêà ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî c(t). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà ñ ïàðà-

ìåòðîì δ > 0, ïîëó÷àåì
∣∣∣∣
∫ T

0

c

hk
uD

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤
δ

2

∫ T

0

(
D

2p
t u

)2
dt+

1

2δ

∫ T

0

c2

h2k
u2 dt.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.9) è ïåðâóþ àïðèîðíóþ îöåíêó (3.8), íàõîäèì

∫ T

0

c2

h2k
u2 dt ≤ ‖c‖2

∞
m0

(∫ T

0

(
D

p
tu
)2
dt

)∫ T

0

t2p−1

h2k(t)
dt

≤ ‖c‖2
∞
m0M1K

∫ T

0

f 2

h2(t)
dt.

Çäåñü K � ïîñòîÿííàÿ èç óñëîâèÿ (3.5).

Îöåíêà èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî ÿäðî R(t). Âíîâü ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî Þíãà, èìååì

∣∣∣∣
∫ T

0

1

hk

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ) dτ

)
D

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤
δ

2

∫ T

0

(
D

2p
t u

)2
dt

+
1

2δ

∫ T

0

1

h2k(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ) dτ

)2

dt.

Â ñèëó óñëîâèé íà ÿäðî R(t) è îöåíêè (3.8) âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ êî-

íå÷íîé âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà ÷åðåç

∫ T

0
f2

h2(t)
dt (ïîäðîá-

íûé âûâîä ñì. â Óòâåðæäåíèè 2.1).

Îöåíêà ïðàâîé ÷àñòè. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Þíãà ïîëó÷àåì

∣∣∣∣
∫ T

0

f

hk
D

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤
δ

2

∫ T

0

(
D

2p
t u

)2
dt+

1

2δ

∫ T

0

f 2

h2k
dt.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ u êðàåâîé çàäà÷è 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∫ T

0

(
D

2p
t u

)2
dt ≤M3

∫ T

0

f 2

h2(t)
dt, (3.10)

ãäå ïîñòîÿííàÿ M3 îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî èñõîäíûìè äàííûìè çà-

äà÷è: �óíêöèÿìè h(t), c(t), R(t) è ÷èñëîì T .

Ñåìåéñòâî ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ (3.6), (1.2)�(1.3) îáðàçóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {uk(t)}
∞

k=1. Äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò ìåñòî ðàâíî-

ìåðíûå ïî k àïðèîðíûå îöåíêè (3.8) è (3.10). Èç ñâîéñòâà ðå�ëåêñèâíîñòè
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ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà [19℄ è èç òåîðåì âëîæåíèÿ [17,18,20℄ ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ukl(t)}
∞

l=1 è �óíêöèÿ u(t) òàêèå, ÷òî
ïðè l → ∞ èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

ukl(t) → u(t) ñëàáî â W
2p
2 ([0, T ]),

D
p
tukl(t) → D

p
tu(t) ñèëüíî â L2([0, T ]).

Êðîìå òîãî, èç îöåíêè (3.10) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü {D2p
t ukl} â L2([0, T ]),

à εkl → 0 ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîýòîìó

‖εklD
2p
t ukl‖L2([0,T ]) ≤ εkl · sup

l
‖D2p

t ukl‖L2([0,T ]) → 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

εklD
2p
t ukl → 0 ñëàáî â L2([0, T ]).

Èç ïåðâîé è òðåòüåé ñõîäèìîñòåé ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ u(t)
áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó W

2p
2 ([0, T ]) è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1). Èç âòîðîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ �óíê-

öèè u(t) âûïîëíÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2)�(1.3). Âñå ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
�óíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è 1. �

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ Óòâåðæäåíèÿ 2.1, à

òàêæå óñëîâèÿ (3.1)�(3.3), (3.5) è

h(t) ∼ h0t
n

ïðè t→ 0+, h0 > 0, 0 ≤ n < 2p− 1. (3.11)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à 1 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

W
2p
2 ([0, T ]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îä-

íîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è 1 (ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f(t) ≡ 0) èç ïðîñòðàíñòâà
W

2p
2 ([0, T ]). Óìíîæèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1.1) íà �óíêöèþ (−1)p+1(T0−

t)[h(t)]−1Dtu(t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó [ρ, T ], ãäå 0 < ρ < T . Ïîñëå

ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê ÷ëåíàì ñ âûñøåé ïðî-

èçâîäíîé ïîëó÷àåì ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

2p− 1

2

∫ T

ρ

(Dp
tu)

2dt+
T0 − T

2
[Dp

t u(T )]
2 + Iρ + Jρ

+
(−1)p+1

2

∫ T

ρ

h(t)c(t)u2dt+
(−1)p

2

∫ T

ρ

(T0 − t)ct(t)

h(t)
u2dt

+
(−1)p+1(T0 − T )

2h(T )
c(T )u2(T )
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+(−1)p+1

∫ T

ρ

(T0 − t)

h(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
Dtu dt = 0. (3.12)

Çäåñü

Jρ = −
(−1)p+1(T0 − ρ)

2h(ρ)
c(ρ)u2(ρ)

îáîçíà÷àåò ãðàíè÷íîå ñëàãàåìîå â òî÷êå t = ρ, à Iρ � ñîâîêóïíîñòü âíåèí-

òåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ, âîçíèêøèõ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì â îêðåñò-

íîñòè t = ρ äëÿ ÷ëåíîâ ñî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (3.1)�(3.3) è (3.5), à òàêæå îöåíêè èíòåãðàëüíîãî

ñëàãàåìîãî ñ �óíêöèåé R(t − τ), óñòàíîâëåííîé â Óòâåðæäåíèè 2.1, âñå

èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè (3.12) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíû-

ìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ îöåíêó.

Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ρ → 0+. Òàê êàê u(t) ∈ W
2p
2 ([0, T ]) è óäî-

âëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.2), òî Dk
t u(0) = 0 äëÿ

k = 0, 1, . . . , p−1. Ñëåäîâàòåëüíî, âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå Iρ ñòðåìÿò-
ñÿ ê íóëþ ïðè ρ→ 0+.

�àññìîòðèì ãðàíè÷íîå ñëàãàåìîå Jρ. Èç óñëîâèé (1.2) è ñâîéñòâ �óíê-

öèé èç W
2p
2 ([0, T ]) ñëåäóåò îöåíêà |u(ρ)| ≤ Cρp. Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî óñëî-

âèÿ (3.11) èìååì h(ρ) ≥ C0ρ
n
ïðè ìàëûõ ρ > 0. Ïîýòîìó

|Jρ| ≤ C
ρ2p

ρn
= Cρ2p−n.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ (3.11) n < 2p − 1, òî ïîêàçàòåëü 2p − n > 1, è ñëåäî-

âàòåëüíî, ρ2p−n → 0 ïðè ρ→ 0+. Òàêèì îáðàçîì, Jρ → 0 ïðè ρ→ 0+.
Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (3.12) ê ïðåäåëó ïðè ρ→ 0+, ïîëó÷àåì

∫ T

0

(Dp
t u)

2dt ≤ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî D
p
tu(t) = 0 ïî÷òè âñþäó íà [0, T ]. Ïîñëåäîâàòåëüíî

èíòåãðèðóÿ è èñïîëüçóÿ îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ u(0) = Dtu(0) =
· · · = D

p−1
t u(0) = 0, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó u(t) ≡ 0 íà [0, T ].

Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå,

÷òî è äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.�

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.1)-(3.5). Òîãäà äëÿ ëþáîé

�óíêöèè f(t) òàêîé, ÷òî [h(t)]−1f(t) ∈ L2([0, T ]), êðàåâàÿ çàäà÷à 2 èìååò

ðåøåíèå u(t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó W 2p
2 ([0, T ]).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.1)-(3.3),(3.5) è (3.11).Òî-

ãäà êðàåâàÿ çàäà÷à 2 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåW
2p
2 ([0, T ]).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.3 è 3.4 ïðîâîäèòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêà-

çàòåëüñòâó òåîðåì 3.1 è 3.2.
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� 4. �àçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è 3

Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è 3 ïðîâåäåì â ñëó÷àå c(t) =
c (îáùèé ñëó÷àé c = c(t) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ðàññìîòðåííîãî ëèøü áîëåå

ãðîìîçäêèìè âûêëàäêàìè). Ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå íèæå, áóäóò âïîëíå

àíàëîãè÷íû ìåòîäó, èñïîëüçîâàííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Óòâåðæäåíèÿ 2.2, à òàêæå

óñëîâèÿ (3.2) è

h(t) ∈ L∞(0, T ), ((T − t)h(t))′ ∈ L∞(0, T ), (4.1)

h(t) ≥ 0, (T − t)h′(t) ≤ 0 ïðè t ∈ [0, T ], h(T ) = 0; (4.2)

c ∈ R, (−1)pc ≤ 0; (4.3)

(T − t)2p−3[h(t)]−2 ∈ L1([0, T ]). (4.4)

(−1)p−1(2p− 1)

2
c−K1(δ)R2(t) ≥ h0 > 0 ï.â. íà [0, T ], (4.5)

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(t) òàêîé, ÷òî [h(t)]−1f(t) ∈ L2([0, T ]) êðàåâàÿ
çàäà÷à 3 èìååò ðåøåíèå u(t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó W 2p

2 ([0, T ]).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç L̃k îïåðàòîð, äåéñòâèå êîòîðîãî íà çàäàííîé �óíêöèè v(t)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L̃kv(t) = hk(t)D
2p
t v(t) + cv(t) +

∫ t

0

R(t− τ)v(τ)dτ.

�àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó: íàéòè �óíêöèþ u(t), ÿâëÿþùóþñÿ íà îò-
ðåçêå [0, T ] ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

L̃ku = f(t) (4.6)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.2), (1.5) è (1.6).Èñïîëüçóÿ

ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [19℄, âíîâü íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

�èêñèðîâàííîì k äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå u(t) òàêîå, ÷òî
u(t) ∈ W

2p
2 ([0, T ]). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ u(t) èìåþò ìåñòî àïðèîðíûå

îöåíêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî áóäåò â óðàâíåíèè (4.6) ïåðåéòè ê

ïðåäåëó.

Íà ïåðâîì øàãå óìíîæèì óðàâíåíèå (4.6) íà �óíêöèþ (T − t)D2p−1
t u è

ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó [0,T℄. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1

2

∫ T

0

hk(t)(D
2p−1
t u)2dt−

1

2

∫ T

0

(T − t)h′(t)(D2p−1
t u)2dt
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+
(−1)p−1(2p− 1)

2

∫ T

0

c(Dp−1
t u)2dt

=

∫ T

0

(T − t)fD2p−1
t udt−

∫ T

0

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
(T − t)D2p−1

t udt.

Â ñèëó (4.2) âòîðîå ñëàãàåìîå ñëåâà íåîòðèöàòåëüíî. Èç (4.3) ñëåäóåò, ÷òî

òðåòüå ñëàãàåìîå òàêæå íåîòðèöàòåëüíî . Îòáðàñûâàÿ íåîòðèöàòåëüíûå

÷ëåíû, ïîëó÷àåì îöåíêó

1

2

∫ T

0

hk(D
2p−1
t u)2dt ≤

∣∣∣∣
∫ T

0

(T − t)fD2p−1
t udt

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∫ T

0

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
(T − t)D2p−1

t udt

∣∣∣∣ .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà îöåíèâàåì ïî íåðàâåíñòâó Þíãà:

∣∣∣∣
∫ T

0

(T − t)fD2p−1
t udt

∣∣∣∣ ≤
δ2

2

∫ T

0

hk(D
2p−1
t u)2dt+

T

2δ2

∫ T

0

h−1
k f 2dt.

Âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåì ñ ïîìîùüþ Óòâåðæäåíèÿ 2.2. Âûáèðàÿ δ

äîñòàòî÷íî ìàëûì è èñïîëüçóÿ (4.5), ïîëó÷àåì ïåðâóþ àïðèîðíóþ îöåíêó:

∫ T

0

(Dp−1
t u)2dt ≤M4

∫ T

0

h−2(t)f 2dt, (4.7)

ïîñòîÿííàÿ M4 êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü �óíêöèåé h(t) è ÷èñëîì T .

Èç óñëîâèé (1.2), (1.5), (1.6) è (4.3) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

u2(t) ≤ m2(T − t)2p−3

∫ T

0

(Dp−1
t u)2dt, t ∈ [0, T ], (4.8)

ãäå m2 çàâèñèò òîëüêî îò p è T .

Íà ñëåäóþùåì øàãå óìíîæèì óðàâíåíèå (4.6) íà �óíêöèþ [hk(t)]
−1D

2p
t u

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó [0, T ]

∫ T

0

(D2p
t u)

2

hk(t)
dt+ c

∫ T

0

u

hk(t)
D

2p
t u dt+

∫ T

0

1

hk(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
D

2p
t u dt

=

∫ T

0

f

hk(t)
D

2p
t u dt.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå. ×ëåí ñ c. Ïî íåðàâåíñòâó �åëüäåðà è (4.8):

∣∣∣∣c
∫ T

0

u

hk(t)
D

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤ |c|

(∫ T

0

u2

h2k(t)
dt

)1/2(∫ T

0

(D2p
t u)

2dt

)1/2

.
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Èç (4.8) è (4.7) ñëåäóåò

∫ T

0

u2

h2k(t)
dt ≤ C2

∫ T

0

f 2

h2
dt.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

∣∣∣∣c
∫ T

0

u

hk(t)
D

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤ ε

∫ T

0

(D2p
t u)

2dt+ C(ε)

∫ T

0

f 2

h2(t)
dt. (4.9)

Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí. Ïî íåðàâåíñòâó Þíãà

∣∣∣∣
∫ T

0

1

hk(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
D

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤
δ

2

∫ T

0

(D2p
t u)

2

hk(t)
dt

+
1

2δ

∫ T

0

1

hk(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)2

dt.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ñèëó óñëîâèé Óòâåðæäåíèÿ 2.2 è îöåíêè (4.7) íå ïðå-

âîñõîäèò C(δ)
∫ T

0
f2

h2dt. Ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣∣
∫ T

0

1

hk(t)

(∫ t

0

R(t− τ)u(τ)dτ

)
D

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤
δ

2

∫ T

0

(D2p
t u)

2

hk(t)
dt+C(δ)

∫ T

0

f 2

h2(t)
dt.

(4.10)

Äàëåå, ïî íåðàâåíñòâó Þíãà:

∣∣∣∣
∫ T

0

f

hk(t)
D

2p
t u dt

∣∣∣∣ ≤
1

2

∫ T

0

(D2p
t u)

2

hk(t)
dt+

1

2

∫ T

0

f 2

hk(t)
dt. (4.11)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.9)�(4.11) â èñõîäíîå ðàâåíñòâî è âûáèðàÿ ε, δ äîñòàòî÷íî

ìàëûìè, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëó÷àåì

1

2

∫ T

0

(D2p
t u)

2

hk
dt ≤ C5

∫ T

0

f 2

h2
dt.

Ïîñêîëüêó hk(t) ≥ h(t), îòñþäà ñëåäóåò âòîðàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà

∫ T

0

(D2p
t u)

2dt ≤M5

∫ T

0

f 2

h2(t)
dt, (4.12)

ãäå M5 çàâèñèò òîëüêî îò h, c, p, T .

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (4.7),(4.12) è ñâîéñòâî ðå�ëåêñèâíîñòè ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ukl(t)}
∞

l=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk(t)}
∞

k=1 ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (1.2),
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(1.5), (1.6), à òàêæå �óíêöèÿ u(t) òàêèå, ÷òî ïðè l → ∞ èìåþò ìåñòî

ñõîäèìîñòè

ukl(t) → u(t) ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå W
2p
2 ([0, T ]),

D
p−2
t ukl(t) → D

p−2
t u(t) ñèëüíî â ïðîñòðàíñòâå L2([0, T ]).

Èç ýòèõ ñõîäèìîñòåé è ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ u(t) áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé èñêîìîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è 3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ Óòâåðæäåíèÿ 2.2, à òàê-

æå óñëîâèÿ (3.2) è (4.1)�(4.5). Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à 3 íå ìîæåò èìåòü â

ïðîñòðàíñòâå W
2p
2 ([0, T ]) áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ u(t) êðàåâîé çàäà÷è 3 èç ïðîñòðàíñòâà
W

2p
2 ([0, T ]) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (4.7). Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñëó÷àå

f(t) ≡ 0 è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 5. Êîììåíòàðèè è äîïîëíåíèÿ

1. Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò êîððåêò-

íîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ èíòåãðî - äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âîëüòåððîâñêîãî òèïà âèäà

h(t)D2p
t u(t) + c(t)u(t) +

∫ t

0

R(t− τ)u(τ) dτ = f(t),

â íåâåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Êîððåêòíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ, â ÷àñò-

íîñòè, ñîãëàñîâàííûìè óñëîâèÿìè íà âûðîæäàþùèéñÿ êîý��èöèåíò h(t),
�óíêöèþ c(t), ÿäðî èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà R(t− τ) è ïðàâóþ ÷àñòü f(t).

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ïî ñòðóêòóðå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó-

÷åíû è äëÿ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîëüòåð-

ðîâñêîãî òèïà ñ âûðîæäåíèåì ïî âðåìåíè, êîãäà âìåñòî �óíêöèè u(t) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ �óíêöèÿ u(x, t), x ∈ Ω ⊂ R

n
, à äè��åðåíöèàëüíûé ÷ëåí ïî

ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì çàäà¼òñÿ ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì âòî-

ðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñîõðàíÿåò îñíîâíûå øàãè

(àïðèîðíûå îöåíêè, ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî h(t), ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðà-

ìåòðó), à äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ñâÿçàíû ãëàâíûì îáðàçîì ñ ó÷¼òîì

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî x è ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà.

2. Óñëîâèÿ (3.2) è (3.4) òåîðåìû 3.1 (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ

òåîðåìû 4.1) î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ äëÿ �óíêöèè h(t) âèäà

h(t) = tα, 1 ≤ α < p,
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òî åñòü ïðè âûðîæäåíèè íà ìíîæåñòâå {t = 0}. Àíàëîãè÷íî, óñëîâèÿ (4.1)
è (4.2) òåîðåì 4.1 è 4.2 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ �óíêöèè

h(t) = (T − t)α, 0 < α < p− 1,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ íà ìíîæåñòâå {t = T}. Ìîæíî ïðèâåñòè è

äðóãèå ïðèìåðû âûðîæäàþùèõñÿ êîý��èöèåíòîâ h(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óêàçàííûì àñèìïòîòè÷åñêèì è èíòåãðàëüíûì óñëîâèÿì.
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